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RESUMEN

El objetivo de la investigacion es evaluar el impacto de una intervencion de aula
aplicada en el proceso de ensenanza aprendizaje de las curvas de segundo
grado que se desarrolla en la carrera de Licenciatura en Educacion Matematica
de la Universidad de Holguin. En la intervencion la visualizacion asume el
papel de principio heuristico y se dinamiza el proceso de ensenanza aprendizaje
de la Matematica mediante el empleo de recursos creados con el software
GeoGebra. La intervencion se realizo en cinco sesiones de trabajo y se aplico un
pre test y un post test con la finalidad de constatar los resultados de la misma,
ambos fueron validados por un Comité de Expertos. Como resultado, se
observa un desarrollo de las habilidades necesarias para la comprension de los
conceptos relacionados con las curvas de segundo grado por parte de los
estudiantes. Ademas, se logran resolver problemas relacionados con este
contenido mediante un planteo dinamico de los mismos apoyado en el empleo
del software Geogebra.

PALABRAS CLAVE

Visualizacion; Educacion Matematica; Principio Heuristico; Representaciones
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VISUALIZATION IN THE TEACHING OF MATHEMATICS. IT’S USE
THROUGH THE IMPLEMENTATION OF GEOGEBRA.

ABSTRACT

The objective of the research is to evaluate the impact of a classroom
intervention applied in the teaching-learning process of second grade curves
developed in the course of Bachelor in Mathematics Education at the University
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of Holguin. In the intervention, visualization assumes the role of heuristic
principle and the teaching-learning process of Mathematics is dynamized
through the use of resources created with GeoGebra software. The intervention
was carried out in five work sessions and a pre-test and a post-test were
applied in order to verify the results of the intervention, both of which were
validated by a Committee of Experts. As a result, a development of the
necessary skills for the understanding of the concepts related to the curves of
second degree by the students is observed. In addition, problems related to this
content are solved by means of a dynamic approach supported by the use of
Geogebra software.

KEYWORDS

Visualization; Mathematics Education; Heuristic Principle; Semiotic
Representations.

INTRODUCCION

En la ensenanza de la Matematica ha predominado una tendencia denominada
“Matematica Moderna” en la que se brinda mayor importancia al uso de los
procedimientos algebraicos por encima de los visuales. No obstante, en las
ultimas dos décadas, el empleo de la visualizacion en el pensamiento
matematico es objeto de estudio de numerosas investigaciones debido,
principalmente, al desarrollo de las herramientas tecnoldgicas como recurso
didactico (Arcavi, 2003; Cantoral y Montiel 2001; Figueiras y Deulofeu, 2005;
Duval, 2003, 2006; Gomez 2012; Escriva, Jaime y Gutiérrez, 2018; Napoles y
Rojas 2020).

En consecuencia, la visualizacion asume un papel protagonico en el proceso de
ensenanza-aprendizaje de la Matematica actual. Su empleo dota de significado
a situaciones problémicas planteadas, en las que se pueden desplegar
diferentes niveles de visualizacion (Figueiras y Deulofeu, 2005). Ademas, se
destaca la utilidad del empleo de la visualizacion en el proceso de planteo y
resolucion de problemas matematicos (Duval, 2011), obteniéndose mejores
resultados cuando se utilizan recursos tecnologicos en su tratamiento, lo que
permite identificar patrones numeéricos; entre figuras; de movimiento y de
comportamientos de relaciones (Ruiz y Elena, 2013).

Dentro del proceso de ensenanza-aprendizaje de la Matematica un tema
importante es el del estudio de las llamadas curvas conicas o de segundo grado.
Estas curvas son el resultado de la intercepcion de un plano a a una superficie
conica de revolucion, la seccion producida se denomina superficie conica, y su
contorno es una curva plana de segundo grado. El empleo de la visualizacion
en el proceso de ensenanza-aprendizaje de este contenido resulta favorable
para que los estudiantes partiendo de las definiciones de cada curva de
segundo grado, deduzcan su correspondiente expresion algebraica, asi como,
logren la representacion grafica de ellas a partir de esta representacion
algebraica.

Vol. XII. Afio 2021. Numero 4, Octubre-Diciembre 131



Nolbert Gonzélez Hernandez, Wilber Garcés Cecilio, Luis Grimaldy Romay

La ensenanza de este contenido bajo un enfoque algebraico y una vision
estatica limita su aprendizaje. Por lo tanto, este debe ser impartido desde una
perspectiva mixta (algebraica y visual) y dinamica. De esta forma, se emplea la
visualizacion matematica y se promueve una interaccion entre las
representaciones (graficas o por simbolos), logrando una mejor comprension de
los objetos matematicos involucrados (Hitt, 1996). Por otro lado, las nuevas
tecnologias han impactado en el proceso de ensenanza-aprendizaje de la
Matematica a diferentes niveles educacionales (Arancibia, Cabero y Marin 2020;
Grisales, 2018) Ademas, la existencia de software que constituyen recursos
didacticos para la ensenanza de la Matematica en general y de las curvas de
segundo grado en particular, permite desarrollar el proceso de ensenanza-
aprendizaje en un entorno dinamico.

De acuerdo con lo anterior, se disena e implementa una propuesta de
ensenanza de las curvas de segundo grado (elipse, hipérbola, parabola) apoyada
en el software matematico GeoGebra. La estrategia se aplica en el desarrollo del
programa de la asignatura “La informatica y la Gestion del Conocimiento” para
la carrera Licenciatura en Educacion Matematica de la Universidad de Holguin;
para abordar el siguiente objetivo: analizar el empleo de la visualizaciéon en el
proceso de ensenanza-aprendizaje de las curvas de segundo grado en
estudiantes del segundo ano de la licenciatura, antes y después del uso del
software GeoGebra.

DESARROLLO
Representacion semiética de Duval

Duval (1994) describe dos tipos de representaciones: las mentales y las
semiodticas. La primera abarca las imagenes y las concepciones que tiene el
individuo sobre un objeto matematico. Las semioticas estan compuestas por
signos de un sistema de representacion, lo que limita de cierta forma su
resultado. Estas dos representaciones mentales permiten estudiar el proceso de
comprension de los objetos, relaciones y operaciones de la Matematica en
general.

Duval (2004) refiere que las representaciones semioticas pertenecen a sistemas
que tienen su propia estructura, sus propias limitaciones de significado y de
funcionamiento y que pueden ser caracterizadas en funcion a las actividades
cognitivas que despliegue el estudiante. De este modo, este autor afirma que las
representaciones son necesarias tanto para fines de comunicacion como para el
desarrollo de actividades cognitivas del pensamiento. Ademas, plantea que en
la formacion de una representacion se deben considerar dos aspectos
esenciales: la seleccion de la representacion y su empleo. Ambos aspectos de
una representacion se rigen por reglas de formacion, detalladas a continuacion:

La conversion. Se refiere a la transformacion de una representacion de una
forma a otra. Por ejemplo, la representacion algebraica de una curva de
segundo grado puede ser representada en un sistema de coordenadas
cartesianas en R2. En esta representacion grafica no cambia el concepto de la
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curva de segundo grado que se esta representando, solo cambia su forma de
representacion.

El tratamiento. Se refiere a una transformacién que se realiza dentro de una
misma forma de representacion (Duval, 1999). Por ejemplo, la elipse puede ser
representada de la forma ¢2° + 9°©° _1 5 su equivalente a partir de desarrollar
esta expresion donde se obtiene ax? + bxy + cy? + dx + ey = f.

a2 Y

Visualizacion en la ensenanza de la Matemdtica

Diversos autores plantean que la visualizacion es de gran importancia en el
estudio de la Matematica. Observando una representacion grafica de un objeto
matematico pueden surgir en los estudiantes una variedad de preguntas
vinculadas a los cambios de representaciones semioticas. La visualizacion en
matematica desde una postura didactica difiere de la concepcion que se brinda
en el lenguaje cotidiano, donde se relaciona mas con la formacion de imagenes
que con la construccion y manipulacion de objetos matematicos (Cantoral y
Montiel, 2001). Ademas, en cualquier caso, se aleja de las consideraciones de
algunas corrientes psicologicas que consideran a la visualizacion como una
técnica perceptiva que pretende la reestructuracion de componentes
propiamente cognitivos (De Guzman, 1996).

Diversos autores han dado una definicion del concepto de visualizacion en el
contexto de la ensenanza de la Matematica (Arcavi, 2003; Duval, 1999; Hitt,
1995; Zimmermann y Cunningham, 1991). Zimmermann y Cunningham (1991)
definen a la visualizacibn matematica como “la habilidad, el proceso y el
producto de la creacion, decodificacion, uso y reflexion de cuadros, imagenes,
diagramas, en nuestras mentes, en papel o con herramientas tecnolégicas, con
el fin de graficar y comunicar informacion...” (p.3).

Duval (1999) plantea que es necesario desarrollar las tres habilidades
relacionadas con la semiosis: la formacion, el tratamiento y la conversion. Se
refiere a la visualizacion como la capacidad de pasar de una representacion
plasmada de una forma, a otra plasmada de otra forma de manera
bidireccional.

Rojas, Cruz, Escalona, Estrada, y Sanchez (2012) fundamentan a la
visualizacion matematica como principio heuristico dentro del proceso de
ensenanza-aprendizaje de la Matematica. Estos investigadores se basan en
presupuestos epistémicos y potencialidades axiologicas de la visualizacion.
Ademas, exponen factores que viabilizan la presencia de la visualizacion como
principio, sus acciones y sus reglas.

Empleo de las Tecnologias de la Informaciéon y la Comunicacion (TIC) en el
proceso de ensenanza-aprendizaje de la Matemdtica

“La tecnologia se considera uno de los elementos importantes para el desarrollo
de las habilidades de los estudiantes del siglo XXI, pues tienen un rol
protagonico en la construccion del conocimiento” (Arancibia, Cabero y Marin,
2020, p. 91). Las TIC son cada vez mas faciles de utilizar, accesibles,
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adaptables herramientas que las escuelas emplean y que actian
favorablemente en el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje de forma
general (Castro, Guzman y Casado, 2007). Las escuelas incorporan estas
tecnologias con el proposito de hacer cambios pedagodgicos en la ensenanza
tradicional hacia un aprendizaje mas constructivo, partiendo del desarrollo de
habilidades y destrezas para que se busque la informacion, se construya, se
simule y se compruebe hipotesis.

De este modo, se promueve la integracion de las TIC en el proceso de
ensenanza-aprendizaje de la Matematica y se fundamenta que su empleo
modifica el modelo de ensenanza tradicional y los estudiantes se convierten en
protagonistas de la actividad aprendizaje, estimulando su desarrollo (Cristina,
Lion y Godoy, 2018). Esta integracion con orientaciones pedagodgicas puede
crear nuevos escenarios en los cuales el aprendizaje sea constructivo, permite a
los alumnos y a los docentes modificar su papel dentro del proceso de
ensenanza-aprendizaje. Esto nos lleva a que, los estudiantes pasen de ser
pasivos a activos y los docentes sean orientadores en el proceso de ensenanza.

Empleo del software GeoGebra

GeoGebra es un software de matematicas para todos los niveles educativos.
Reune dinamicamente geometria, algebra, estadistica y calculo en registros
graficos, de analisis y de organizacion en hojas de calculo. Permite, dinamizar el
estudio de la Matematica integrando lo experimental y lo conceptual. A
continuacion se presentan algunos antecedentes del empleo de la visualizacion
en la ensenanza de la Matematica.

En el proceso de ensenanza-aprendizaje de la Matematica, uno de los
contenidos que ha presentado mas dificultades es el de las curvas de segundo
grado o curvas conicas (Givelly y Rojas, 2019). Este proceso puede ser
dinamizado con el empleo de las TIC y el uso de la visualizacion matematica,
cuyos antecedentes existen hace varias décadas en la literatura cientifica.

Presmeg (1986) realiza una clasificacion de las imagenes mentales. Duval
(1992) plantea representaciones graficas y algebraicas de la ecuacion de una
recta y evidencia dificultades en el traspaso de un sistema a otro. De Guzman
(1996) analiza las respuestas a un cuestionario de estudiantes de primer ano y
observa que estos trabajan en un solo registro semioético, el algebraico. Ademas,
plantea obstaculos y objeciones que la visualizacion encuentra en las formas de
comunicar y transmitir los resultados y procesos de quehacer matematico.
Gatica y Ares (2012) establece la importancia de la visualizacion en el
aprendizaje de conceptos matematicos. Por otra parte, Givelly y Rojas (2019)
realizan una investigacion en la que se destaca especificamente la importancia
del empleo de la visualizacion en el aprendizaje de las curvas de nivel para la
generalizacion de secciones conicas y sustentan su investigacion en el uso del
software GeoGebra.

Método
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La investigacion es de tipo cuasi-experimental y con diseno longitudinal
(Sampieri, Collado y Baptista, 2014). Se considera una intervencion en el aula y
la aplicacion de un test antes de la intervencion y otro posterior a ella, ambos
fueron validados por un Comité de Expertos. La muestra estuvo formada por 9
estudiantes que pertenecen al grupo de segundo ano de la carrera Licenciatura
en Educacion Matematica de la Universidad de Holguin.

Pre-Test y Post-Test. A través de la aplicacion de una prueba escrita se busco
recoger informacion sobre los conocimientos matematicos de los estudiantes de
segundo ano de la carrera, antes y después de la intervencion en el proceso
docente. Esta prueba constaba de una evaluacion maxima de 80 puntos,
distribuidos en 4 preguntas (Tabla 1), con 20 puntos por cada respuesta
correcta.

Tabla 1. Descripcién de la prueba

Preguntas Objetivos

1 Identificar y graficar curvas de segundo grado a partir
de su representacion algebraica.

2 Determinar en una curva de segundo grado sus
principales propiedades y elementos.

3 Identificar en una representacion gréfica de una curva
de segundo grado sus principales propiedades y
elementos.

4 Plantear y resolver problemas en los que se requiera de

la aplicacion de conceptos relacionados con curvas de
segundo grado.

Intervencion en el aula

La intervencion en el aula se desarrolld en el desarrollo de la asignatura “La
Informatica y la Gestion del Conocimiento” mediante la resolucion de tareas
docentes individuales y grupales, empleando el software GeoGebra. El objetivo
de la resolucion de estas tareas empleando el GeoGebra fue el de introducir a
los estudiantes a la visualizaciéon matematica, aprovechando la dinamica que
ofrece el uso de este software que complementa la accion del profesor. Con el
empleo del GeoGebra en el proceso de ensenanza-aprendizaje de esta
asignatura se busca motivar el auto-aprendizaje y desarrollar el planteo y la
resolucion de problemas concretos al contenido de las curvas de segundo
grado.

Para trabajar con los contenidos relacionados con las curvas de segundo grado,
asi como sus representaciones en diferentes sistemas semioticos se plantearon
tareas docentes como las que muestra la Figura 1. El objetivo es establecer una
conexion visual entre los elementos de las curvas de segundo grado
representada algebraicamente por los parametros a, b, h y k (elipse en este
ejemplo) y su representacion grafica en un sistema de coordenadas cartesianas
en R?.
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Figura 1. Representacion algebraica y grafica de una elipse

La Figura 2 muestra una representacion dinamica, donde al mover el punto f se
verifica la propiedad que plantea que “la suma de las distancias desde
cualquier punto P de la elipse a los dos focos es constante, e igual a la longitud
del diametro mayor”, esto escrito en lenguaje algebraico es d (P,F1) + d(P,F2) = 2a
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Figura 2. Representacion dinamica

Resultados
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En la Figura 3 se muestra los resultados del analisis exploratorio de las
habilidades en el pre-test. Todos los datos fueron procesados en el entorno R
(entorno y lenguaje de programacion con un enfoque al analisis estadistico). En
la misma se observa que, la habilidad argumentar es la que obtiene un mejor
promedio de logro (42), con un valor minimo de 20 puntos y un maximo de 60,
le sigue la habilidad de analizar con un promedio de 27.78 puntos, donde el
maximo de puntos alcanzado es de S50. Asi mismo, las habilidades de
representar y las relacionadas con el planteo y la resolucion de problemas son
las menos desarrolladas respectivamente.
> summary (Dataset)

Lrgumentar Analizar Eepresentar Flanteo.vy.resolucidn.de.problemas

Min. 120 Min. : D.00 Min. : 0.00 Min. 0

1=t Qm.:40 1=t Qu.:20.00 1=t Qu.:10.00 1=t u.: O
Median :40 Median :30.00 Median :30.00 Median :10

Mean 142 Mean 127.78 Mean 122.22 Mean 10
3rd gu.:50 3rd Qu.:30.00 3rd Qu.:30.00 3rd Qu.:10
Max. 160 Max. :50.00 Max. :40.00 Max. 30

> |
Figura 3. Analisis de las habilidades matematicas del pre-test

En la Figura 4 se plantean los resultados obtenidos en el post-test. En ella
observamos que las habilidades mas favorecidas son las de argumentar y la de
analizar, manteniendo una tendencia similar a los resultados obtenidos del pre-
test. Las habilidades de representar y las relacionadas con el planteo y la
resolucion de problemas son las menos desarrolladas. No obstante, se observa
un avance significativo en la habilidad representar, lo que puede ser atribuido
al empleo de la visualizacion en el proceso. En particular en las habilidades
relacionadas con el planteo y resolucion de problemas el 75 por ciento de los
estudiantes aprueban con el minimo de puntos.

> summary (Dataset)
Lrgumentcar hnalizar Eepresentar Flanteo.y.resolucidn.de.problemas
Min. :40.00 Min. 48,00 Min. :20.00 Min. :20.00

1=t Qu.:50.00 1st Qu.:48.00 1st Qu.:40.00 1st gu.:30.00
Median :60.00 Median :50.00 Median :50.00 Median :40.00

Mean :59.78 Mean :50.44 Mean t46.67 Mean 138.22
3rd gu.:70.00 3rd Qu.:50.00 3rd Qu.:60.00 3rd gu.:45.00
Ma=x. :80.00 Ma=x. :60.00 Max. :T70.00 Max. :50.00

> |
Figura 4. Analisis de las habilidades matematicas del post-test

En la Figura 5 se muestra un grafico de densidad de los resultados obtenidos
por los estudiantes que participaron durante la intervenciéon. En el lado
izquierdo el grafico corresponde a los resultados obtenidos en el pre-test, en
este se observa que la mayoria de los estudiantes obtuvieron resultados
inferiores a 20 puntos. Por otro lado, la mayoria de los resultados en el post-
test son superiores a los 60 puntos.
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Figura 5. Grafico de densidad de los resultados del Pre y Post-test

Para determinar si existe diferencia significativa en los resultados obtenidos
antes y después de la intervencion se aplica una prueba T de Wilcoxon
utilizando R (Amat, 2016). Los resultados indican que para el post-test se
encuentran cambios significativos en comparacion con los resultados del pre-
test (v=0, p-value=0.125). Lo que indica que existen avances positivos en los
resultados alcanzados por los estudiantes en el post-test con relacion al pre-
test, atribuible a la intervenciéon en el aula.

CONCLUSIONES

A partir de la observacion de deficiencias en el desarrollo del proceso de
ensenanza-aprendizaje de las curvas de segundo grado detectadas en
estudiantes de la carrera Licenciatura en Educacion Matematica, se plantea la
necesidad de realizar wuna intervencion de aula para trabajar
metodologicamente este contenido, mediante el empleo de la visualizaciéon con
apoyo del software GeoGebra. En esta intervencion, se reforzaron los conceptos
de las curvas de segundo grado desde lo verbal y lo algebraico para
posteriormente trabajar con sus correspondientes representaciones geométricas
utilizando el software GeoGebra.

La intervencion en el proceso de ensenanza-aprendizaje de las curvas de
segundo grado que se desarrolla en los estudiantes de la carrera consté de 5
sesiones de aprendizaje, mediadas por el software GeoGebra. Como resultado,
se observa una mejora en la visualizacion de estas curvas en los diferentes
sistemas semioticos trabajados.

Con lo anterior se concluye que el uso del software GeoGebra ayudo a mejorar
la comprension de las curvas de segundo grado, partiendo de que los
estudiantes logran visualizar como se relacionan la representacion algebraica
de estas con su representacion geométrica. Se emplearon en algunos casos
particulares animaciones dinamicas creadas en parte por los estudiantes. Los
mismos fueron capaces de establecer regularidades y utilizaron diferentes
estrategias tales como: modelar, comparar, etc. lo que fomento el pensamiento
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critico. Puesto que los resultados son positivos, se pretende profundizar en
aspectos donde la visualizacion se emplee como herramienta didactica o como
principio heuristico que facilite una mejor aprehension de los conceptos
matematicos.
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